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XXXV. 


SUR LES ÉQUATIONS INTÉGRO-DIFFÉRENTIELLES ET 
| LEURS APPLICATIONS 


« Acta Mathematica » t. 35, 1912; pp. 295-356. 


INTRODUCTION. 


Dans beaucoup de questions de Physique mathématique, de Mécanique et 
d'Analyse il est nécessaire de considérer des relations analytiques qui ont 
en même temps le caractère des équations intégrales et celui des équations 
différentielles. Je les ai appelées équations intégro-différentielles. Leur résolution 
constitue en générai un problème nouveau de l’analyse, car on ne peut 
l’aborder qu’en employant des méthodes nouvelles. Nous montrerons en effet 
qu’il faut appliquer une analyse qui n’est pas celle des équations différen- 
tielles ni celle des équations intégrales, mais qui ressort de l’union des con- 
ceptions fondamentales qui dominent ces classes de questions. C’est ainsi 
que dans ce mémoire nous ferons usage en même temps de l’idée de GREEN 
des solutions fondamentales et de celle que j'ai introduite depuis mon pre- 
mier travail sur l’inversion des intégrales définies, c'est à dire de regarder les 
équations intégrales comme un ensemble infini d'équations algébriques. 

Dans ce mémoire j’envisagerai quelques classes d'équations intégro- 
différentielles en les mettant en rapport avec des problèmes de physique 
mathématique d’où elles ressortent. Ces questions physiques se rapportent 
aux problèmes de l’hérédité qui avaient été abordés depuis longtemps sous 
plusieurs dénominations, mais qui, faute de méthodes analytiques générales, 
n'avaient pas pu amener à une étude systématique au point de vue mathé- 
matique. 

Comme M. PICARD a montré dans son intéressant article sur la Mécanique 
classique et ses approximations successives (‘), il faut distinguer la mécanique 
en deux branches, celle de l’hérédité et celle de la non hérédité. Celle-ci se 
rapporte aux cas où l’avenir d’un système ne dépend à un instant donné 
que de son état actuel, ou, d’une manière plus générale (si Pon regarde les 
forces comme pouvant dépendre aussi des vitesses) de l’état actuel et de 
l’état infiniment voisin qui précède. La mécanique de l’hérédité correspond 
au cas où chaque action laisse un héritage dans le système, et l’état actuel 


(1) « Rivista di Scienza », vol. 1°. Bologna 1907. 
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dépend de toute l’histoire précédente. C’est ainsi que le problème fondamental 
de l’astronomie appartient à la mécanique de la non-hérédité, tandis que les 
questions d’Aystéresis, de l’elastische Nachwirkung, du trafnage rentrent dans 
la mécanique de l’hérédité, ou, plus général, dans la physique d’hérédité. 

M. PAINLEVÉ dans le chapitre de l’ouvrage de la méthode dans les scien- 
ces ©) consacré à la mécanique affirme qu’il n’y a pas de vrais problèmes de 
nature héréditaire. Ceux qui se présentent sous cet aspect ne seraient, à 
son avis, que des problèmes destinés à disparaître dès que nos connaisances 
sur la constitution des corps deviendront plus complètes. Je ne discute pas 
cette opinion, mais je me limite à remarquer qu’à l’état actuel de nos con- 
naissances scientifiques ces problèmes se présentent effectivement et il est 
nécessaire de les résoudre. | 

Dans quelques cas, comme ceux de l’élasticité, les équations dont ils 
dépendent avaient été posées depuis longtemps, mais comme je viens de dire, 
l'analyse n’était pas assez avancée pour permettre de les traiter d’une manière 
générale. On peut se rendre compte facilement de cela. Remarquons en effet 
que, par leur nature, les problèmes de la physique mathématique et de la 
mécanique non héréditaire dépendent des équations différentielles ordinaires 
ou des équations aux dérivées partielles. Les données initiales constituent 
les constantes arbitraires ou les fonctions arbitraires qui paraissent dans 
l'intégration. Pour les problèmes de la physique mathématique de l’hérédité, 
au contraire, l'analyse des équations différentielles n’est plus suffisante. En 
effet l’état actuel du système dépend de son histoire, et celle-ci est indivi- 
dualisée par toutes les valeurs prises par des paramètres pendant une cer- 
taine période de temps, c’est pourquoi il est nécessaire d'envisager des quan- 
tités qui dépendent de toutes les valeurs de ces paramètres regardés comme 
des fonctions du temps. On est amené ainsi aux éléments de l’analyse que 
j'ai étudiés dans plusieurs travaux et que j’ai appelés des quantités qui dépen- 
dent de toutes les valeurs d’une ou de plusieurs fonctions (fonctions des 
lignes et des hyperespaces). Les méthodes qu’il faudra suivre seront par 
suite celles qu’on applique à ces éléments. 

Toutes ces méthodes ont pour point-de départ une conception analogue 
à la conception fondamentale du calcul intégral c'est à dire au passage à la 
limite qui amène d’une somme à une intégrale. C’est ainsi que dans mon 
travail de 1887 (9 j'ai obtenu un développement en série analogue à celui 
de TAYLOR pour une quantité qui dépend de toutes les valeurs d’une fonc- 
tion donnée. En effet si l’on part de la série des puissances relative à une 
fonction de plusieurs variables et l’on fait croître indéfiniment leur nombre, 
on trouve, sous certaines conditions, que les termes de premier degré amè- 
nent à une intégrale simple, ceux de second degré à une intégrale double 


(2) Paris, Alcan, 1909. 

(3) « Rend. Acc. dei Lincei», vol. III, 1887 [in queste «Opere»: vol. primo, XVII, 
pp. 294-314]. Voir aussi « Acta Mathematica », vol. XII, 1889 [in queste « Opere » ibidem, 
XXII, pp. 363-402]. 
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`A 


ceux de troisième degré à une intégrale triple, et ainsi de suite. On arrive 
par là au développement que j'ai rappelé tout-à-l’heure (. 

Ce développement conduit à une classification analogue à celle des fonc- 
tions des différents degrés et à beaucoup de questions dont la résolution des 
équations intégrales linéaires est en première ligne. Cette question se présente 
de cette manière comme une extension tout-à-fait naturelle de la résolution 
des systèmes des équations algébriques de premier degré lorsque le nombre 
des équations.et des inconnues croît indéfiniment. C’est pourquoi je me suis 
servi de cette idée dès le premier abord pour la résolution des équations 
intégrales que j'ai envisagées. Les auteurs qui ont approfondi après des équa- 
tions intégrales de plus en plus compliquées l’ont aussi appliquée 9. Je Pem- 
ploierai aussi pour étudier les problèmes de physique mathématique héré- 
ditaire où les équations intégrales ne suffisent plus et il faut passer aux 
équations intégro-différentielles dont j'ai parlé ci-dessus. 

Le présent Mémoire est divisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre 
j'envisage l’équation intégro-differentielle 


0 H(2,9,8,t) CUT CRE PE 0) 92 u(x,y,2,4) HAS PA 8,7) 
God DR MURS il TN HER FRS ANR 


LEE Ge 4 PME ED j iho 


u’on peut écrire pour simplifier 
P 


32 ec) 22 syo 


Hae, + 229 pula 


f,T) + 


(A) suos [IE 


Je la regarde comme l'équation typique du genre elliptique de la même ma- 
nière que l'équation de LAPLACE est le type des équations différentielles 
elliptiques aux dérivées partielles. 

Dans le second chapitre j'étudie les problèmes de l’élasticité au point 
de vue héréditaire et je montre qu’on peut en donner une théorie analytique 
générale. Le troisième chapitre est consacré à donner un premier aperçu de 
l’hérédité dans l’électromagnétisme. 

Je mai abordé dans ce mémoire que l'étude analytique des équations 
intégro-différentielles de type elliptique. Je consacrerai d’autres travaux à 
l’étude des équations des autres types. Je me suis limité aussi dans ce premier 
travail à considérer des cas généraux en laissant de côté toutes les questions 
de détail et les applications particulières. J'ajouterai enfin que je mai envi- 
sagé que les équations qui ont des rapports avec l’hérédité et par suite des 
équations intégro-différentielles ayant les deux limites variables ou une limite 
variable. Cependant on peut étendre les résultats à des équations ayant 
les limites constantes. 


(4) Voir Chap. H, Art. 1°. 
(5) «Comptes rendus des séances de l’Ac. des Sciences. », vol. 142, page 691. 1°" Sé- 
mestre 1906. [In questo vol.: IX, pp. 56-62]. 
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Je crois que le caractère essentiel et l’utilité des méthodes qui se ratta- 
chent à la conception des fonctions qui dépendent d’autres fonctions résul- 
tent d’une manière claire et frappante des développements que je vais donner. 
Ils prouvent en effet que, par la théorie des équations intégro-différentielles 
qui découle de cette conception, on peut faire l’étude analytique des phéno- 
mènes d’hérédité sans particulariser les fonctions qui la caractérisent, c’est 
à dire les coefficients d’hérédité. 

Comme dans les questions ordinaires de physique mathématique il est 
utile de laisser indéterminées les constantes, autant qu’il est possible, et de 
ne les fixer numériquement que lorsqu'on applique les formules à des ques- 
tions concrètes, de même il est utile de laisser indéterminées les susdites 
fonctions (coefficients d’hérédité) lorsqu'on traite des questions d’hérédité 
en général et de résoudre les problèmes qui se présentent avec la plus grande 
généralité possible. On pourra aussi déterminer ces fonctions, lorsqu'elles 
sont inconnues, en comparant les solutions générales qu’on obtient avec les 
résultats de l’observation directe. 

L’'algèbre et l’analyse ordinaire se sont montrées de jour en jour plus 
utiles dans les applications aux phénomènes naturels où il n’y a que des 
paramètres variables. L'analyse, où les éléments qui jouent le rôle de varia- 
bles indépendentes sont des fonctions, va montrer une de ses applications 
dans les phénomènes de la physique héréditaire. 


CHAPITRE 1%, 


L’équation intégro-différentielle. 


aa (0 + [5 TES, + 


PT) + — x da Dlh uT) T dr A 0. 


Art. 1°., — ÉLÉMENTS CARACTÉRISTIQUES. 


1. Si la fonction # (x,y;z2,Ż£) est finie et continue à l’intérieur d’un do- 
maine S pour les valeurs de # comprises entre o et T, et les premières et 
les secondes dérivées de # par rapport à x,y, z sont aussi finies et conti- 
nues, nous disons que # est régulière. 

u étant une solution régulière de l'équation (A), multiplions les deux 
membres de cette équation par # (¿) et intégrons au domaine S. On aura 
facilement la formule y aa 


z a 


f(t, T) cos nx + p(é,T) cos ny 


Ou (t) ‘| Qu 29 
on +} 


(1) | u (2) 


AORTY D cos ne| def = [Au (dS + fds dr 3u (t) PLG, T) 


ə 3 à 
+ sn a Ou (T) ee, x) + 2 TOR )|4S 
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n étant la normale externe au coutour o et 


mo (Ant + (Rent (agen) 


2. Nous allons démontrer le théorème suivant: 

Toute solution régulière u de l'équation (A) sera déterminée à l'intérieur 
de S pour les valeurs de t comprises entre les limites o et T, si l'on connaît 
au contour 6 les valeurs de u pour t compris entre o et T. 

Supposons que # soit nulle sur o pour les valeurs de 4 comprises entre 
o et T, à cause de l’équation (1) on aura 


Q faces + ja lee aa Res +00 


ET Al g(,5)|aS =o. 


əz 
Soit M une quantité plus grande que la limite supérieure de 


J Au (t) dS 


pour toutes les valeurs de # comprises entre o et T. De la relation 


[#28 yes 20 
on tirera | 
f ES cu n dS<M 
S 


et dune manière analogue 


[ dS<M [FES Mel dS LM. 
Š 5 


əz 
C’est pourquoi, si 


du Ou (t) a 5 
y. 


FE, DIS, eD IC DI< Se, 


en vertu de l’équation (2), on aura 


(3) f Au (# 4S < MF, 
š 
et par suite 
(3°) $ Au (x) dS < MNr. 
` S 
Mais 


aS =o, 


[F èu (2) — yr] Aeka) 
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où Ë désigne l’une des variables x, y ,2. Donc des équations (3) et (3') l’on 
tirera 
f 


En employant l'équation (2) on déduit 


cu (t) du u (T) 
aa aa 


dS < MN#h qh, 


(4) [ Au (t) dS < Z MN’ ?. 
$ 


Démontrons maintenant que si l’on a 


[Os < A tar! 
on doit aussi avoir 
(5) fau (oas < FENDI. 
Š 
En effet 
(EF ep -AE paso 
$ 
et par suite 
[A Sps atem an, 


d'où l’on tire, à cause de l'équation (2), la relation (5). 

On peut donc conclure, en ayant égard aux relations (3) et (4), que 
l'inégalité (5) est verifiée quel que soit le nombre entier m. Par conséquent x 
doit être nulle. Puisque l'équation (A) est linéaire le théorème énoncé est 
démontré. > 


À. Sn ge ent l'expression 


(6) IEC T) cos na + Oo 


(t, T) cos ny + SOY, 1) cos ns dx. 


Si elle est nulle on a l'égalité (2) et par suite l’inégalité (5) quel que soit 77, 
d’où l’on déduit que # doit être constante dans le domaine S et pour les 
valeurs de 4 comprises entre o et T. 

On pourra donc énoncer le théorème: 

Si l'expression (6) est connue au contour o, pour les valeur de t comprises 
entre o et T, la fonction u sera déterminée, à l'intérieur du domaine S, à une 
constante près. 
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Art. 2ème, — L’'ÉQUATION ADJOINTE ET LE THÉORÈME DE RÉCIPROCITÉ. 
. L'équation 


dv (T) 


a’) TTET 250 F1 + 


y ss dy (T) 


PAE yaldo 


sera désignée par la dénomination d’éguation adjointe à l'équation (A). Nous 
supposerons ®© comprise entre # et T. 
Posons 


H, = j'a fh OT u l) ZO )do 


ni fafa f(e ZE — u ZE) a, A cos #x 


Qu £ ` 


+ (z (rt) — u(t) 4 T) p (T , £) cos ny 


+(e (x) 2 wo) u (£) 


ðv su 


=) YCA cos az | do. 


Il est évident que H; dépendra des fonctions u et v et en même temps sera 
une fonction, dans la signification ordinarie, de la variable @. C’est pour- 
quoi nous désignerons cette quantité par 


H, (l2 , viO). 
2. En supposant que u,v soient des fonctions- régulières on a facilement 


3” u (a) 


aie 
a A (ET) + e 


pr) + EC, n)a 


fie (£) [Au (#) +f 


9? v (7) 


Jdt TS gaod TE paladr) dé 
Fast 


— 4 (6) |A wo fe 


u et v étant respectivement des solutions régulières des équations (A) et 
(A), on aura donc 


(1) H, (4 , 2] , 9) = 0. 


Cette équation exprime le #kéorème de réciprocité. 


3. Soit H, ([x, v], ©) le premier terme de H,, c’est à dire posons 


H, ([u, o], PA WO AR T m u(t) 52) do, 
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et soit H; ([x, v], ©) la partie résiduelle de H5; on aura évidemment 
H, ([x , 1], ©) = H, ([x , v], 9) + H; ([x, 7], ©) 


et si # et v sont des solutions régulières des équations (A) et (A), il sera 


H; ([x, v], ©) + Hi ([x, v], ©) = 0. 


Art. 3ème, - LES ÉQUATIONS INTÉGRO-DIFFÉRENTIELLES CONSIDÉRÉES COMME 
UN ENSEMBLE INFINI ET CONTINU D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


1. Envisageons le système suivant de » équations différentielles aux 
dérivées partielles 


I ANu, =0: 
3? u 9? u d u 
rm, E Bs 5x tA um =o 


& Ur 8? Ur na Ua ©? u2 


2? I 2 
du ya F bag Dr tis ua T Gs Hs + Ca + A'u,= 0 


L'équation (A) n’est que le cas limite du système précédent, lorsque le nombre 
des inconnues et des équations croît indéfiniment. 
De cette manière pour les équations intégro-différentielles nous posons 
le même principe que nous avons établi pour les équations intégrales (). 
Le système adjoint du système (B) sera 


È 9° va 2 2 © 82 22 
Vi + An Se ag Se dus 2a Liy Si 2 + bi a Fis n s BEDERT 

2 9? 22 22 
(B') A Va+ Ag ya _ + 8 LENS Les + Cane + *.:—0 
} A° v+ ras 0 
2. Soient u, , a,**+, um des intégrales régulières du système (B) et 
VV", Um des intégrales régulières du système (B'). On a évidemment 

92 9 f 
(7) J? >; j Vi Ea (ass m + Po EE 2 He Cih S) + A 2 


22 “l$, (ani Sæ g ny. AA - Lu er. ee $ A? 7 dS = [5,6 Au; — Ui A?v;) dS+ 
S 


(6) «Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino », 1896. Sulla inversione degli 
integrali definiti. Nota I, $ 3. [In queste «Opere »: vol. secondo, XVIII, pp. 219-220]. 
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PP om A A G 


Iı +I 
-JË(- ee she }ds + D D |a; (v S m SA) cos nx 
t an >; 2a] ih ara t 9x 
o 


8 Wh 
+ Öri pi y — Ui 5”) COS-AY + Chi (va = UT 52) cos nz! do. 


Or, toute équation du système (B) est de la forme 


i—i 


2? Uh 9? uh i 
DAC FPE put dr da Cih Se) + Mu o, Ut, 2,.1,m), 


et toute équation du système (B') est de la forme 


2? Vh 


DCE FR RUE Die 3y? + Chi ZA) + A’ v = O, (2=1,2,:..,"),; 


c'est pourquoi, en vertu de la relation (7), nous aurons 


m 
07; d 
eZ CRE a )do +5 D, |aui Te sa yiti ge) cos nx 


i+ 
+ bri (v À ga cos NY + Chif V y; cer) cos ne! do. 
hi AR s $ y 44 hi 24. za 4 3z 


En faisant croître indéfiniment le nombre des quantités %, , Ua,'**, Um; Urs 
V,,:, Um, Cette relation amène à la limite, par le procédé fondamental du 
calcul intégral, à l'équation (I) c’est à dire au théorème de réciprocité. 


3. Posons 
r= Ve PF 6 FF ETF, 


c'est à dire représentons par 7 la distance entre le pôle a,b,c fixe et le 
point variable x,y,z. Une solution du système (B) sera donnée par 


I 
U: = E 
I T NA r; y 

Ua = — + (anga + bz DZ TT Cor S) 

ja I dr y 22y I 04 73 84 73 
" e de uen 24 y n ga P baba a M + Canlar 

3473 Ed 

< (C2 bar + bia lar) z 2x? dy? + (azz Car T Cga On) 9x2 072 Mal + (O3 Cor + C32 ba) 9 ape 
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De même une solution du système (B') sera 


I 
Um = + , 
I dyr Pr 32yr 
Um —: = PA a (on: dx? H REA 3y? + Cm ,m —2 =) 
I yr yr dar) 
Um—a = — h (nmaga He Dath 3y° i Cni Ha A) 


I 0473 2473 9473 
+ Z (amm: Am—rm—a 54 + 1 AIRE A n AANE yt + Cm,m—ı Cm—iim—2 5x 


+ (Gii ARRENE + bmm — unit fre à) he 


3473 

an (am, m—: Cm —1,m—2 ai Cm ,m —x Anr mma) 9x? 922 
3473 

+ (du: Cm—1,m— a + Cyn ,m —x Pix de à) Se) 


Les solutions que nous venons de trouver sont partout régulières excepté 
dans le pôle, où toutes les intégrales deviennent infinies de premier ordre, 
en prenant 7 comme infiniment petit fondamental. C’est pourquoi ces solu- 
tions constituent les 2r/égrales fondamentales des systèmes (B) et (B'). 

Si l’on fait croître indéfiniment le nombre des équations différentielles 
qui constituent ces systèmes, en passant à la limite par les procédés du 
calcul intégral que nous venons de rappeller, on peut obtenir les solutions 
fondamentales de l’équation intégro-différentielle (A) et de son adjointe, c’est 
à dire des solutions régulières partout, excepté dans le pôle, où elles de- 
viennent infinies de premier ordre. 

Dans l'Art. suivant nous étudiérons la solution fondamentale de l’équa- 
tion adjointe (A). 


Art. 4m, — LA SOLUTION FONDAMENTALE DE L'ÉQUATION ADJOINTE. 


1. Posons 


(8) FT) = Foo (f,T) ; PO, T) = Foro (f,T) » $ (T) = Foo, (£, T), 


(9) F; z: (£, 1) = fa Fa —si, tjie (t 5) Fije (E31) dE, 


où F est une somme étendue à toutes les valeurs entières de z, j ,g dont 
i+j+g=0 

la somme est égale à p. On suppose que toute expression F avec des suffixes 

négatifs soit nulle et qu’il soit 


1<p<h + 2 + L. 


www.rcin.org.pl 


XXXV. - Sur les équations intégro-différentielles et leurs applications 497 


Commençons par démontrer que Za fonction F,,1,1 est indépendante de p. 
En effet supposons d’avoir démontré que 


t 


| i Frim wir tr tS) Ery e (6, 7) dE = Fa rpt, T) 
IE r a A 
T 


soit indépendante de p° étant 
1<p<Lh+Ek+ 
et 


MLVITERLEZ TL. 


Nous prouverons que l'expression (9) est indépendante de p. 
Puisque p = 2 +7 +g<h+k +], il sera 


F; ii 26% T) =) Por T A 2 (E , 1) PAT (n , T) dr , 
IAA "T iAd M. 

où 
a Cp, 

et par suite 
Binil , T) 

[3 Fecas Af, l—g GF, E) T A rs Jj’ gmg" (S ñ 1) Fir jrg (n , T) drn 
i+j+e=g Ei di 


u 


-Í po F; Fat di Cn , t) dr ka bA Fas, k—j,l—g A; E) F; E i AAT ia add (Ë , 1) dE 


PERIERE g i+j+g= 
T 


t | i Foi age pen (E, 0) Firg, g C, T) dn. 
J itj” Hg =g" 
T 


Or on peut vérifier facilement que pour 4 + #+/7= 2, kh +k+1= Aica 
propriété que nous avons énoncée est vérifiée; elle sera donc démontrée 
pour toutes les valeurs entières de 2, 4, 4. 


2. Cela posé écrivons 


(10) | (ZZ Efesa) 


h k 7 
= nue Ë SX coesmbteeton 


E IE Gi Étte (@ +6 +7)! 


i emearen (ZEE 
CAA AAEH 


r= |F yF. 


32 
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La série précédente est uniformément convergente. En effet on voit aisé- 
ment que | 
G@+B+m)lalBlyl D GU+A+D)IAlEII 
(x + B +y) !(2æ)!(2B)1 (2Y)! = (A+ +7)! (24)!(2%)!(27)! 
parce-que le premier membre de linégalité précédente AuErOEnte : si Pon 
ajoute une unité à æ ou à ĝß, ou à y. 
En outre 
E 
F 


c’est pourquoi il suffira de démontrer la convergence de la série 


, [2er , 


Foam! y mur nÈ $ 5 3 OVR T 
dm | 22" [Fna a y al(4—a)!B!(— B)! y!(Z— y)! 


mm !2°" h+ktl= o: 76 


Mais 
h k 1 
A! À! Z! ' A 
> a! (4— a)! 2 B! (Ł— B)! DST = 24 2} 2 = 2”, 


donc la série précédente se réduit à 


< 2 ! 
(1) Sem Arat E ACON 
Or si 
| Pada | < M , | i PEN | <M , Eao | E M , 
on a 
htk+l—i peh +k+l h+k+l— i 
3 M (+) 
|En C DIR GET 


En remplaçant | F;,4,| par le second membre de l'inégalité précédente dans 
la série (11) on trouve 


D (2 m) 1m3 3” Mme (a) 


; 2mm! m !(m— ıı)! 


Cette série est convergente et par suite la série (10) est uniformément con- 
vergente. On démontre d'une manière tout-à-fait analogue que la série (10) 
est dérivable par rapport à %, y, z2. 
3. Soit 
| o 
I x zZ 
(12) Viz, y, ejt, 0) => (1 +fo(ž, 2,47, 
t 


Nous démontrerons que V(x,y,2|#,@) est la solution fondamentale de 
l'équation adjointe, le pôle étant à l’origine. 
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Remarquons d’abord que 


k 


e a _ (2m— 1)! (24)! (2%)1(27)! (@+B+y)t 
9x°# ay? 4 92°! (m HAIPAT TER A $S, CETE 


x\2a/y\2B/z\2y R 
At A M AET Ee D 
(2 æ) ! (2 B) ! (2 Y)! (4 — «) ! (#—ß)! (Z— y)! 
Par suite nous pouvons écrire 


Am ,2M—I 


(ioi =r ONS ba Ponte?) 


m Gm)! m)! PP roy SA 3x?’ 3y? À 3z?! 
Donc, si nous écrivons pour simplifier V (Z) à la place de V (x, y,z2|ż,0®), 


on aura 


m (2m)! PAR ey AP 9x°# 9y° # az 2l 


(e) 
EARE TAEA E a agaa ANA 
; 1 


f3. AESA nOA IT, VETELEE OTA, P 


(2 (m —1))! (m — ı1))! P y pA 9x° # 9y° kaz 21 


D'autre part 


j TEL RANCE A PAS ONE je Foo (7, 2) de 
t 


(©) 
|a Ag "i E 
vafi x2 vf dt (F7) Fa Foire (3,0 + 922 Ab (T, 4) | dr 


TA 
jafS Ex (2m) T à A 


gamta 2m— 2m+2 ,2m—1 


à 
HR re. + 7e sets + Dr gras PNG, OES aT é);d 


pmt, 2 m—tI 


PELLE 7) Re. CT, 2) 


Jate 2y°# az 2l 


Or la dernière intégrale double se transforme facilement en 


> Men Le Der TOAS 7) Fiioo (T » P) 


m (2 (m —1)) La + FV =m ar 2 2k 


+ LAPS N 4a , T) FES (T , £) + Fiii: (Ë ; T) Pod (T , #)} dé. 
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Mais 


(2) 9 
far [Fer (8, YF 5,00 (t O-A Eent R Eat) 
t T i fi 
+ Fp wti E 7 Foroni (€, £)} dE = S dE | Frs E, 1) Fier ,9) 


{S} 
+ Fy 8,7 (& ; T) Fari (T, t) + Fy wew- 1 (E; Tr) Paint (r,#)} dr =fFv wr E Dd. 


Par suite 


JR ou PE 


ox? 


m (2(m—1))! TE ram 02° * Sap 


En ajoutant 4 que nous venons de trouver à l’équation (13) et en 
rappellant les égalités (8) nous aurons 


[S] 
svori A jenta 66,9 + 2H 


pr, #) + Y(T, 4) {dr = 0. 
La fonction (12) satisfait ainsi à l'équation adjointe, en outre elle est partout 
régulière, excepté à l’origine, où elle devient infinie de premier ordre. Nous 
avons donc vérifié directement que /a fonction V (x , y , 2, |t, ©) est la solution 
fondamentale de l'équation adjointe. 


Art. géme, — PROPRIÉTÉ DE LA SOLUTION FONDAMENTALE DE ÉQUATION 
ADJOINTE. 


1. En vertu des formules + et (10) nous pouvons écrire 


9" + mI 


2È og al 


(12°) Venere tF Le 


F d 
o (2m)! h+k+l=m 3q% 3y hki CT, s) x 


et si nous posons 
r =\(x—a)} + (y — bf + Ce Y 


nous porterons le pôle dans le point &,6,c. 
La formule précédente est équivalente à l’autre 


FU mi 92 y 2m 
Ra AAAs TPR A a Sera Tao PRICE de 
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2. Désignons par © une surface fermée ayant à l’intérieur le pôle a, &, c, 
et par # la normale externe à 


o. Soit S l’espace renfermé par la surface © 
Nous aurons 


2— 
Æt=—' 47) 
DM gem 
a EEA AS Le 2m—3 
fè Err rga [2m Ce 1) dS, 
S 
a 92m p2m—ı eme 
|E arena ah gge tael OS nxdo = enr [ras 
9 o aii ait de g2m+2 
f3 Ga h 964 aT cos nydo = area |" raS 
2 gom p2m—i g2m+a P f 
az Tarr agt ENT COS nz do = a al m1 dS 
5 o 


3. Cela posé on aura 


(15) j {2e do = 


o 


nd 


FUN RE 


CN pion rr roms dS: Faai (rs f)ar. 
s 
Calculons maintenant 


LÉ DA f(x, Ë) cos nx EE à P (T, #) cos ny + —"- is Ta Y (7 , 2) cos nz)do. 


On trouvera 


PA 


92 92 
sfr dS Poe (, I as Far a faS Fos (5,9 
S S 


+2 ns 


(2m)! pm 


(S) 
g2m+2 ; 
Ca dS | Fans (& , T) Flo (T , t) dE 


T 


(©) 
g2m+2 x 
ii a a AR aS | Fras E, T) Foro (T, À) dÉ 


T 


g2m+2 


9 ` 
Sy rires fre aS [ru f +) PET (T ; t) az! 
: S T - 
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et par suite 


À ka 


Ja f(52re. t) cos nx + ATTOR £) cos ny + ICE f) cos na | do 


ae Ia 92 | 
JE fer. cn + [aeS Fer, D + aa [7 S Foon DIT: 
S 


Q2m 


(©) 
| 
rar re dS À | {Fr È, 7) Fro, (T, #) 
S T 


AtkFl=m ĉa 


ii #5. il 


-} Fi trt (G p] T) ' R (T , t) + Fist: (Ë , T) LE (T , t) } dë. 
Mais l 
© (S) 
Í dr [+ Fi e(e , T) Bus dE , £) + Pas es (£ , T) Poi Ut y2) 
+ Fi: (É , T) Foo: (T, À) } dE 
(s) § 
= f dé [Fi (č , T) LAS (T ; t) + EATIS , T) Poe + (T , t) 


[6] 
+ Far (E, 7) Fooi (T0 } dr = Î FRNT A 
Donc j 


av. Aw. 


fa Aie t) cos #x+ Te, ë) cos ny + (Tr, £) cos nz | do 


h+ËLIZ=M da 


À er, AS DA \ "y 
-f3 B m— ST b ra Jr 48 Faute, Dés, 
S 


d’où l’on tire, en ayant égard à l’équation (15), 


(II) Je AL + fal pi f(x, t) cos x + © skO A t) cos ny 


pv pris cos na) | do = — AT. 


La propriété de V(x,,2|#,@) renfermée dans cette formule est celle 
que nous voulions obtenir et dont nous ferons usage. 


Art. 60e, - L'ÉQUATION FONDAMENTALE. 


1. Si le pôle est externe au domaine S on pourra, dans la formule (I), 
remplacer v par V car V est régulière dans S, mais, si le pôle est interne, 
pour appliquer la formule (I) il faudra retrancher du domaine S un domaine 
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environnant le pôle. Soit w le contour de ce dernier domaine. L’équation 
de réciprocité (I) deviendra alors 


(T) H, (lu , V], ©) + Ho ([#, v), 0)=0. 
Prenons pour w une sphère ayant le centre dans le pôle, et tâchons 
de calculer (Voir $ 3 Art. 2) lim. Ho ([x V], @)et lim Ho ([x, V], ©) en 


supposant que le rayon de cette sphère devient infiniment petit. 
2. Supposons, pour simplifier, que le pôle soit l’origine. On aura 


o(ž,2,Ż rt)=X. Gare à Fier (rs P) Sie 


M2" kp AN aii 


où 
k 


h 1 
! 
gun = (2A121201 Ea ZE, Cote GET 
x\20/y\26/z\2Y 
Gta (3 
(2a)1(28B)1(2Y)1(%—a)1(8—R)1(7— y) ! 
Or, Q étant la sphère de rayon 1 ayant le centre à l’origine, on a 


E EEN ga, 


et par suite 


a 


| Éd TE 
les,40 —=47r(2k)!(2#)1(27) D 2,2, 


y 
(— 1)9F8 | 2mm ! (2 h)! (24)! (20)! 


BUFE JA- APELU ATES GamE 
On déduit de là i : ' 


fo(s.2,2 <,1)40 
im (24)1 (24)! (22)! : 
4". eei ki O i ALATI PEA are De paS n 


En tenant compte de l’ordre de l'infini de V dans le pôle on a facilement 
lim H4 (fe, V], @) =— lim j; dt | u (t) FE do = — im j ü, (t) dt f NO do 


ayant posé pour lifir 
us (2) =u (0,0,0, Ż). 


Dans la formule précédente il faut remplacer 3V (A/èn par 


sti ijda 
£ 
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et do par 7° dQ, donc 


Ə Ə ; 
lim Pelle, Vi fa (4 1 CHE Z |t, a)l 40 


> > 
=— 4r fu (1 +S, ġa dt. 


o 
De même on trouve 


6 (S) 
lim Ho ([x , V], O = — 4 r fuo (£) de |T (£) de, 


t 


et par des procédés analogues à ceux que nous avons appliqués précédemment 
on peut calculer T (7, £. On a ainsi 


© (1m! 2h)1(24)1(20)1 
TD ZE Gt ben HAUT FRA) = — S (5,8) 


C’est pourquoi 


lim Ha ([#, V], 0) 
= lim Ha ([x , V] , ©) + lim Hi ([x , V] , ®©) = = sanik: 
En vertu de la formule (I') nous aurons donc | 
PENA an, ([#, V],9), 
c'est à dire j 


1 ð 
(III) AD MT ED (Le, V], ©). 

La formule que nous venons de trouver sera appelée la formule fonda- 
mentale. Nous avons supprimé les calculs-pour déterminer directement T (x, #) 
qui sont assez longs, parce-que dans l’article suivant nous donnerons une 
autre méthode pour trouver la formule fondamentale. 


Art. 7ème, — DEUXIÈME MÉTHODE POUR OBTENIR LA FORMULE FONDAMENTALE. 


1. En ayant égard à l’ordre d’infini de V dans le pôle on a évidemment, 
si le rayon de la sphère w devient infiniment petit, 


on 


(16) lim ) 7 B p j dr JY (x) ES fr, cos nx 


Ou (t) 
y 


3u (t) 


əz 


T (T , é) cos #y + PC, 2) cos ns] do! = o 
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6 
(17) lim J u (£) an. do + f dt ju (À pes ATRAS nx 


As a h a 


-4 
PRON E fase 


KAA, aie Y (T, £) cos nel ldo E e ENA 


Q (T , £) cos ny + d (T, #) cos nel do 


7) p(T, À) cos ny 


En effet, à cause de la formule (11), 


pires Ato. + far RoT À). cos nx + —— yo p(rT, t) COS ny 


+ an t 


Y (T , £) cos nz! do 


est indépendent de la grandeur de la sphère w et est égal à 4x parce-que 
la normale # est dirigée vers l’intérieur de la sphère. 


2. Par l'application des formules (16) et (17) on trouve 


o 
lim He ([x , V], 0) = — 4r fuo (i) dt 
et en vertu de la relation 


Ory He (2, V] , ©) + Ho (lx , V], ©) =0 


on a 
Ə mi: 
4 T fus (£) dt =H; (fu , V}, O), : 


d’où découle la formule COUTET 


20 


QII) to (0) = y zg Hs (lx, V], 0). 


Art. 8ème, — REMARQUES SUR LA FORMULE FONDAMENTALE. 


1. La formule (III) exprime la valeur de la solution # régulière de l’équa- 
tion (A) dans un point interne au domaine S par les valeurs de # et de ses 
dérivées du premier ordre au contour o de S. 

Elle correspond au théorème de GREEN car elle joue par rapport à l’équa- 
tion (A) le même rôle joué par la formule ag GREEN par rapport à l’équa- 
tion de LAPLACE. 
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2. Si l’on veut éliminer les dérivées de # au contour o, remarquons que, 
w étant une solution régulière de l’équation (A), on aura, en appliquant 
le théorème de réciprocité, 


H,([2,:w] , 9) = 0. 


C'est pourquoi à cause de la formule fondamentale 
(IV) ue (0) = $ He, V + w], 0). 


Si V + w sera nulle sur ø, dans le second membre de l'équation précédente 
ne paraîtront que les valeurs de # sur o. Par conséquent l'équation (IV) résou- 
dra le problème de déterminer la solution regulière u à l'intérieur de S pour 
t— © Zes valeurs de u étant connues au contour o pour t comprise entre o 
et ®. Par exemple si o est un plan on peut calculer w par la méthode des 
images. 


3. En multipliant ai dS et intégrant, l'équation (A') amène à légalité 


Bih dv (t) Le cv (T) BAEIT Y t) cos nx + a (T, t) COS ny 


jp An 


4 (T , £) cos na)dr! do 10, 

v étant une solution régulière de l'équation adjointe. À cause de l'équation 
(ID) il mest donc pas possible de trouver une solution v régulière de léqua- 
tion adjointe telle que 


3v id = p 


ARS, t) cos ne + ZO g (x ,#) cos ny + ZO pC, t) cos na| da 


OV (T) 


R, sA re + fre. i cos nx + H aE p (T, #) cos ny + — Y} (T, Ż) cos nz | dr. 


Mais si Va et Vg sont deux solutions fondamentales de léquation 
adjointe correspondantes aux pôles A et B internes au domaine S et 


Vas = Va — VB 


l'équation 


4 Aa JES T, 2) cos na + TO gl, lmn I lea t) cos nz! dr 


Sas (t) "i a (7) 


= + | f(T, £) cos nx + Pat 
4 


Y (T, ¿) cos ny 


SAs (1) 


Ņ (T , Z) cos nz | dr 
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n’est pas impossibile, v étant une solution régulière de l'équation adjointe. 
Or 


He ([x , 0], ©) = 0 
ra z - H, ([ , Va] , 9) = #4 (O) 
Ti 30 Hé ([u P Vs] Í ©) = UB (0) 


ua (©) et #8 (0) étant les valeurs de u (x,y,z,ż) dans les points A et B 
pour #4 = 0). C’est ne 


Re 


(V) 4n w 


Mais 


He ([x ; Vas — 1] , ©) = xa (©) — 8 (0). 


He ([x , Var — 1] , ©) 


Ə t 
= eri aia Pu) Ei, cos nx + O g(t, COS NY 
Je ki on dx dy 


“ ha 


(Vas — v) do; 


+ Ų (Z, T) cos na) dr 


il suffira donc de connaître au contour l'expression 
sni 20 +] (aa keda Riep T) cos #x + a p (£,T) cos #y + —— 7 AU Y (4, T) cos ne) dr, 


pour les valeurs de ź comprises entre o et O, pour obtenir, par la formule (V), 
les différences des valeurs de # dans les différents points de S pour ź = 0. 
(Voir Art. 1e. & 3). 


Art. ge, - REMARQUES GÉNÉRALES. 


. Si au lieu de l'équation (A) on avait l'équation itégro-diiérentielle 


(A) A*u (£+ Í Praen + TT pe, OE, daaa) 
posons 
z 
fafo XR æy,z, iads = K ([X ,v], ©), 
o S 
alors léquation (III) devrait être remplacée par l’autre 
“o (0) = -77 xE {He ([x , V], ©)— K ([X , V],0)}. 


On en tire que la fonction 


— -5 6 K(X ;V],0) 
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vérifie l’équation (A) dans le domaine S. On pourrait déduire de là un théo- 
rème analogue à celui de POISSON. 


2. Soit 


/ ! | 
u(x; y, 246) +fuigse T) fE, d =U (2,9,2,8), 
4 
(18) u(x,Y,2,Ë) +fu(z,y,z,1)g (t, D =V (x,y,2,), 


t 
U(xX,9,8,8) + fu (X,V,2, TUE, Ti =W AE 7,8, 
En résolvant ces équations intégrales on aura 


t 


(19) RER A R ACAN E A +U (2,9,2, 7)f (37) dr 
= V (2, Ya 2,4) [VLE Jz T) (Fas) dr 


= Wr, y,2,t)+|W(æ,y, 2,1) Ẹ Gé, 


et l'équation (A) pourra s’écrire 


82 U 92 V 92 W 


(20) TT NU TT 


Donc l'équation (A) peut être ramenée à un système constitué de deux 
équations intégrales simultanées (19) et de l'équation différentielle (20) avec les 
trois fonctions inconnues U , V , W. 

On peut remarquer qu’en général ces équations ne peuvent pas se séparer 
et par suite Ze problème de la résolution des équations intégro-différentielles 
est en général un problème essentiellement distinct des problèmes des équations 
différentielles et des problèmes des équations intégrales. 

Mais dans quelques cas particuliers la séparation est possible. C'est 
ainsi que si f = @ = þh, on aura 


U=V = W 
et l'équation (20) deviendra 


(20) AUE 


La question sera donc ramenée à l'équation différentielle (20') et à la pre- 
mière des équations intégrales (19) ou des équations intégrales (18). 
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CHAPITRE 26e, 


Théorie mathématique de l’élasticité en ayant égard à l’hérédité. 


Art. 1%. — CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. 


1. Envisageons le cas élémentaire de la torsion d’un fil. Soit © l'angle 
de torsion et M le moment de torsion. Dans la théorie ordinaire de l’élasticité 
on regarde, dans l'équilibre, w proportionnel à M et l’on écrit 


(1) | w=KM, 


K étant un coefficient constant. . 

Cette équation n’est qu’une équation approximative, car on néglige 
toute action héréditaire. Si l’on veut tenir compte de l’hérédité, c’est à dire 
si l’on veut tenir compte que w dépend de toute l’histoire du moment de 
torsion, il faudra corriger l’équation (1) en écrivant 


wo = KM +®, 


où ® est une quantité qui dépend de toutes les valeurs prises par M dépuis 
le temps — jusqu’à l'instant actuel. 

Soit ż l'instant actuel, en faisant usage d’une notation que nous avons 
adoptée en plusieurs occasions, nous écrirons 


o (H = KM (H) F D MG. 
Le symbole 
DIME] 


désigne une quantité qui dépend de toutes les valeurs prises par la fonction 
M (x), t variant depuis — co jusqu’à ż. 


2. En supposant vérifiées certaines conditions, ® sera développable dans 
une série analogue à celle de TAYLOR) et l’on aura 


&(?) = KM() +[MOF(, sd + [M Ces) des [M (a) Fe, , T) dr, 


1:2:3 
— © 


d t £ 
aipe M (x), | M (Ta) dra [M (2) F (E, Ti s Tas TÀ dis H 


(7) Sopra le funzioni che dipendono da altre funzioni. Nota I, « Rend. Acc. dei Lincei », 
ser, 4°, vol. IIL,, 18872, $ 3. [In queste «Opere », vol. primo, XVII, p. 294-302]. 
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Supposons maintenant que tous les termes de la série d’ordre supérieur au 
premier soient négligeables. On aura alors 


(2) o (t) = KM (f) + [M (1) F; 1) dr. 


Nous dirons dans ce cas que /’hérédité est linéaire. 
Si l’histoire du fil antérieure à un instant 4 est négligeable, l’équation 
précédente pourra s'écrire 


£ 
(2°) 0()=KM()+/M(DF(, Dar. 
to 
En résolvant cette équation intégrale par rapport à M (t) on trouvera 


(3) M (A =K OH oE, Dar. 


3. Les équations (2), (2’) , (3) seront les équations fondamentales de l’équi- 
libre élastique de torsion dans le cas de l’hérédité linéaire. Il faut ajouter 
qu’elles seront valables lorsque l’accélération angulaire de la torsion sera 
négligeable. 

F (4,7r) sera le coeficient d'hérédité. Voici son interprétation physique: 
F (ż, T) dr mesure la torsion induite à l'instant t par un moment de torsion 
unitaire agissant dans l'intervalle de temps (t,t + dr). Réciproquement: 
f(t,T)dr mesure le moment de torsion à l'instant t qui fait équilibre à une 
torsion unitaire à laquelle le fil a été assujetti pendant l'intervalle de temps 


(T, T+ dr). 


4. Dans l'hypothèse que la valeur absolue du moment de torsion soit 
toujours inférieure à une limite finie il faudra admettre que le coefficient 
d’'hérédité soit infiniment petit pour t = — oo. Nous supposerons 


(4) Pe oiana 


en +) +e 


où s > o et C est une constante finie positive. 


Art. 2%®e, — PRINCIPE DU CYCLE FERMÉ. 


1. Soit À un point du plan ayant pour coordonnées rectangulaires % 
et M. Il décrit une ligne pendant que M et œ varient. Si M et œ sont des 
fonctions périodiques du temps ayant la même période, cette ligne constitue 
un cycle fermé. Supposons maintenant que chaque fois que M est une 
fonction périodique de q avec une certaine période, œw soit aussi une fonction 
périodique de t avec la même période. Nous désignerons cette condition par 
condition du cycle fermé. 
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Il est évident qu’il faudra admettre la périodicité depuis le temps — oo 
c'est à dire qu’il faudra partir de l’équation (2) où la limite inférieure de 
l'intégrale est — oo. 


2. Soit T œo la période. Nous aurons 


ET 


&(+T)=KM(+T)+/M(DFG+T, T4, 


et, en vertu de la condition du cycle fermé, 
#+T 
co =KM (A +|M F EHT, 7) 27. 
Par suite 
t+T 


force. DAT APERE, DA fMGPEHT, r+ Thé. 


Puisque M (+) est une fonction périodique arbitraire ayant la période T, on 
déduit de légalité précédente 


FD HS Fier ler EC 2 HD HDUEG LT, TNT) 


où t est compris entre ź et ż¿— T. 
Les deux séries étant convergentes à cause de la condition (4), il sera 


[es] 


N C 
Z,FGr—mm< ED, =, 


I 


p3 F@+T, same pr sr 
d’où 


gye: FD =FGHT HY 42S ai AE 


TIte 
n étant un nombre compris entre + 1 et — 1. 
Soit 
D CT —(#— 7). 
T— 9 sera positif et ++ sera compris entre #4 + $ et # + 9 — (T — 9): 


c'est pourquoi dans l'équation (5) on pourra remplacer respectivement #,T,T 
par ż+ %,t+%,T— 9%. On aura ainsi | 


, 2 Cr’ NS nu 
G) FEHI, H=FÇHT, TEDi, 


n Étant un nombre compris entre + I et — 1. 
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En retranchant les équations (5) et (5°) il viendra 


TE CN 2 C’ + 1 
F{t,r)—F(t+9,T+) ee JL pu 
Or l'équation précédente doit être vérifiée quelque soit la grandeur 
de T, on aura donc 
Fit, = F(t tI, Tt HD) 
quelque soit ®. 
On tire de là que F (7,7) doit être fonction de la différence t— +. 


3. Réciproquement on peut démontrer: 
Si F est une fonction de la différence t— +, la condition du cycle fermé 
sera vérifiée. i 


En effet si 
0(=KM()+/M()FE— 48 
on aura DA 
T+1 
&(1+T)=KM(+T)+/[MGFGÉ+T—5)& 


t 
= KM(+T)+/MG+T)F(G— dr. 
Donc si M (r) est une fonction périodique avec la période T, w% (z) sera | 
aussi une fonction périodique avec la même période. 


“ 


4. Si nous nous rapportons à ce que nous avons dit dans le $ 3 du 
1 article, nous pourrons interpréter la condition que F soit une fonction de 
ż— t de la manière suivante: /a torsion induite après un intervalle. de temps 
donné par un moment de torsion est invariable quelque soit l'instant où le 
moment de torsion a agi. 

Nous appellerons cette condition /’invariabilité de l'hérédité. 

Les propositions des $$ 2 et 3 nous amènent au théorème suivant: 

La condition du cycle fermé porte pour conséquence celle de l’invariabilité 
de l'hérédité, et réciproquement la condition de l'invariabilité de l'hérédité porte 
pour conséquence celle du cycle fermé. 

Ce théorème sera nommé principe du cycle fermé. 


Art. 3m, — DÉTERMINATION DU COEFFICIENT D'HÉRÉDITÉ. 


1, La condition du cycle fermé étant vérifiée, et l’histoire du fil anté- 


` 


rieure à linstant o étant négligeable, on aura 


o= KMA +[|MAF Ed. 
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Posons ż— t = 6, il viendra 
t 
w(t) =KM(r) +[FG) M(t—6)de. 


2. Si nous supposons queM (ż) , dM (#)/dt , d'M (far, +. dr: M (fat "1 
soient nulles pour ź = o, tandis que d"M (f)/df" ne soit pas nulle pour #=0, 
on aura 


; £ 
(6) o (A = KM (4 + Î F (6) M (4— o) do, 
d’où l’on tire 


Pa o” (o) | 
7. M (0) 


Dérivant l'équation intégrale (6), il viendra 
s t 
ot+d (2) — KM6+9 (2) = M (0) F (2) + | F (0) M+ (4 — o) do. : 


Donc en connaissant w (7) et M (Ż on pourra calculer F (2) par la réso- 
lution de léquation intégrale précédente. 


Art. 4ème, -- ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE L’ÉLASTICITÉ 
DANS LE CAS DE L'HÉRÉDITÉ LINÉAIRE. 


1. Après avoir envisagé, comme exemple, le cas particulier de la tor- 
sion nous allons passer au cas général. | 

Nous prendrons comme équations indéfinies fondamentales de l’équilibre 
élastique les équations 


frr fra 


213 . 


| Marre où et AA 
ət of. 04 
. | NE dau on: 
dr 3k32 3k33 AN 
Merde J =P, 


et comme équations au coutour c du corps élastique 
fri COS NA + ha COS NY + gcos ns = X,, 
(IT) í Éa COS NX F taa COS AY + ba COS NZ = Vs, 
"Z COS ny + ti cos ny + t cos n2 = Zo,» 


où les quantités Z; = z; sont les caractéristiques de la tension (c'est à dire le 
stress), pX ,pY ,pZ ; Xa, Yo, Ze Sont respectivement les composantes des for- 
ces de masse et des tensions superficielles, # est la normale interne au contour. 


33 
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2. Les relations qui définiront à chaque instant les conditions d’héré- 
dité seront 


t 
(III) lis (£) T Qis | hk Yhk (8 T [È Pis |Ak (ż, T) Yik (T) dr , 
Ak 3 k 


où les quantités y4 = yaz désignent les caractéristiques de la déformation (c'est 
à dire le szrain). Les sommes qui paraissent dans les égalités précédentes 
sont étendues à toutes les combinaisons avec repétition de Æ et # (4,4 = 
—1,2,3,4,5,6). On a supposé que, antérieurement à l'instant 4 l’hérédité 
soit négligeable. Les coefficients s| = Qis| th = @;;|x Seront en général des 
fonctions des coordonnées x,y,z des points du corps élastique. De même 
Pislaë = Psi jak = Pl Seront en général des fonctions de +x,y,z,#,7. On 
n’a mis en évidence que ces dernières variables pour simplifier l'écriture des 
formules. Ce n’est que dans le cas de l’homogénéité que nous supposerons 
QUE Aisiak» Qisa Soient indépendantes des coordonnées x, y, Z. 


3. Lorsqu'on néglige les termes intégraux dans les équations (III) elles 
expriment la Zoi de HOOKE. Les termes intégraux donnent, dans une première 
approximation, la correction due à l’hérédité. En effet nous supposerons 
que la correction totale due à l’herédité s’obtienne en ajoutant des quan- 
tités qui dépendent de toutes les valeurs prises par les quantités y, (+) pour 
les valeurs de + comprises entre 4 et ż En outre nous supposerons que ces 
quantités soient développables en séries analogues à celle de TAYLOR et 
que dans ces développements on puisse négliger tous les termes qui ne sont 
pas linéaires par rapport aux fonctions y4. C’est pourquoi les équations (III) 
expriment les relations plus générales de l’Aérédité linéaire élastique. 

Nous admettrons que le déterminant du 6° ordre formé avec les coeffi- 
cients a; |a ne soit pas nul. Les équations intégrales (III) seront alors réso- 
lubles par rapport aux quantités y. En les résolvant on exprimefa le srain 
par le séress. 

Il n’y a aucune difficulté à étendre aux coefficients ®;,,,3 (4, T) l’interpré- 
tation que nous avons donnée dans le 1* article au coefficient F (z, 7). De 
même on peut étendre au cas général, que nous considérons maintenant, le 
principe du cycle fermé que nous avons envisagé avec détail dans le cas 
particulier de la torsion. Nous appellerons les quantités ox; les coeficients 
d'hérédité. 


4. Soient #,v,w les composantes du déplacement des particules du 
élastique. Nous aurons 


| Ou av Iw 
#5 | Yrr TT Ê Y22 "Ur Ê E REG 
« 
( ) La ou Les MR EN de 
| Vas = 3y əz + Ya èz ex Yu — dx 2y 


Remplaçons dans les équations (I) les quantités ž;s par les expressions 
données par les formules (III) et dans ces expressions posons les seconds 
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membres des équations (IV) à la place des quantités y+. On obtiendra trois 
équations #ntégro-différentielles. Elles sont les équations intégro-différentielles 
générales de l élasticité dans le cas de l'hérédité linéaire. 

Leur étude sera le sujet des articles suivants. 


Art. sème, — ÉQUATIONS ADJOINTES, THÉORÈME DE RÉCIPROCITÉ, 
CARACTÉRISTIQUES. 


1. L'étude des équations intégro-différentielles que nous venons de 
trouver se fera en les accouplant avec d’autres équations intégro-différen- 
tielles qu’on appellera les équations adjointes. 

On les obtient en écrivant 


Le ge re: ds 
| MTS lo PA 
M MU 
Ñ: ta 22 23 ere / 
Œ) Faire PeX 
oF, ət, əz’ 
31 32 NPA. 
| + + y əz me 


+ 


Hi COS NX + tia COS NY + ti, cos uz = X; 
(IT) lár COS NX + La COS NY + fe, COS nZ = Y, 


la COS MX + bja COS NY F b3; COS nz = Z 


i T 
CELTS) RTS A 2 anh is Yaz CE) + È Onz | ss T, À) Yar (Y dr 


PRE. Dan. PA 
1 — Frs , (Nemo Er ’ A ry A 
dv’) ` 
| $ $ Iw’ dv’ ; ; Qu’ Iw’ } i dv’ Qu’ 
Y23 = Y32 = y + pe a Y3: = Yı; = EE + de > Yr2z= Ya = x + dy s 


Les trois équations intégro-différentielles auxquelles satisfont w, v’, w 
qu’on obtient en éliminant y, et #, des systèmes (I), (IIT), (IV') sont les 
équations adjointes. 


2. On déduit facilement des équations (III) 
T 
JÈ ti vi @ de 


to 


T Deny 
_ > D lis nr Yis ©) Ym (£) dt +f&f2 > Pis jar (E, T) Yis (E) Yar (T) dr 
AR i k A is Ak 


LA 
gA 


. Aa A < 
= 2 D Ank | is Yar (E) Yis (E) dt + Kap? 2 Prt lis (T, £) Yha CT) Yis (©) dr. 
to PARENT 
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Mais à cause des équations (IIT) on a 


P nue + | 
[2 2 Aneis Yaa (C) Yis (£) dt +f#[2 D Prk jis (Ts £) Yar (T) Yis CE) dT 
RR 


T 
ii f 2 ti (H Yi (Ò dt, 
donc i 
1h T 
$ 2 tis (£) Yis (£) dt = Î 2 tis (© Yis (€) dt 


et par suite 
Sp > S. 
f dt [ 2 tis (Ù Yis (dS = Î dt f D PAOEPAOLEE 
HO Me 


S étant l’espace occupé par le corps élastique. Remplaçons maintenant y; 
et y: par les seconds membres des équations (IV”) et (IV). Par des intégra- 
tions par parties l'équation précédente devient 


T / 
Jafe (++) +0 fe ++) 


’ zr Of3a 233 
+a (5 + dy + me) as 


+ f u' (trr COS NX + Éra COS NY + frz COS NZ) + V' (far COS NX + baa COS NY + bag COS NZ) 


+ w’ (és: cos ny + bza COS NY + b3 COS 2) do| 


+ 
N NU | M. vote 4. OR, De 
= far| f} u (2 t dy + Ba) + 0 dx T dy Ph əz 
P Š 


di | E 
Lu de Ty Te 


dS 


+ [ ju (tir cos NX + Zia COS ny + 4, COS NZ) + v (fa COS NX + baa COS NY + taz COS N2) 
ğ à - 
+ w (f cos nx + bza COS NY + b3 COS 72) do! j 


et en vertu des équations (I), (II), (Y) (IT), légalité précédente s'écrira 


(A) j dt Î (Ku + pYv'+ pZw’) dS + f (Xe #'+ Yov'+ Zew’) do! 
tö S o 


= faf foxu + pY'v + pZ'w) dS + fx L Yo Zaw) do |: 
T Š | 6 
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Le théorème renfermé dans cette formule est le #kéorème de réciprocité. 
Il est analogue au théorème de réciprocité que nous avons considéré dans 
l’article 2% du premier chapitre et il sera la base des méthodes que nous 
allons développer. On peut comparer ce théorème avec le théorème de BETTI 
pour les cas ordinaires de l’élasticité ©. 

Pour simplifier nous écrirons aussi l’équation (A) sous la forme 


F Y 
(A) i [ dt | f2. ENAS + f EX u' dol “y J dt | f Xp X' uds + [Ex nds | 


o S o 


o 


3. Par des intégrations par parties on tire des équations (1), (II), (III), 
(IV), la formule 


(B) fEXu + pYv + pZw) dS + [@ u + Yov + Zew) do 
Š 6 


T 
= — |È 2 omru (O Yu O) dS— [di [X X priu GE; 5) vs O Yu) dS. 


Supposons que pendant l'intervalle de temps (4 , T) les forces de masse 
eX,pY,pZ et le trinôme X,# + Yev + Zew soient nuls, alors le pre- 
mier membre de l'équation précédente sera nul aussi. 

Or par une substitution ortogonale 


Yis (À = 2 Cri is 8ri (É) 


on pourra ramener la forme quadratique 


(7) 2 D lis nk Yank (É) Yis (Ë) 
à la forme 
2 rl ga (2) $ 


L’équation (B) deviendra donc 
ź 
(8) f 2 engal dS + [ dr | P2 D Disque (É T) Zis (D gas (7) dS = 0, 
$ ” Pb ES i 


où les coefficients Y4 se calculeront très-facilement moyennant les fonctions 
Pisa et les coefficients c,,,;. IÍ est évident que les fonctions dx seront finies 
et continues lorsque ;,:4 seront finies et continues. Dans cette hypothèse, 
et, en supposant aussi que la forme (7) soit une forme définie, c’est à dire 
que les coefficients e» soient du même signe et ne soient pas nuls, on pourra 
déduire de l'équation (8), par le même procédé que nous avons suivi dans 


(8) E. BETTI, Teoria dell’elasticità. «Nuovo Cimento », 1872-73. 
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le premier article du chapitre précédent, que les quantités gw (#), et par suite 
les quantités y, (#), seront nulles pour 4 compris entre 4 et T. 

On tire de là que, sous les conditions que nous venons d’énoncer, étant 
connu les forces de masse et les déplacements superficiels (ou les tensions super- 
ficielles), pendant un intervalle de temps, la déformation du corps sera déter- 
minée dans le même intervalle de temps. 


Art. 6ème, — CORPS ÉLASTIQUES ISOTROPES ET HOMOGÈNES. 


1. Si le corps élastique qu'on envisage est isotrope les équations (III) 
ne doivent pas changer si l’on invertit la direction de chacun des axes coor- 
donnés. Par ces changements de direction des axes on a des changements 
de signe dans les quantités 4, et y... On trouve ainsi très-aisément les ter- 
mes qu’il faut éliminer dans les seconds membres des équations (III) lorsque 
le corps est isotrope. Mais les mêmes équations doivent garder toujours la 
même forme en échangeant les axes entre eux, c’est pourquoi elles seront 


O) e =LO HHK Yn SOEC H 2YE, T) Yr) dr, 


; : 
tr = hyn (+ [LE Dr, HS bo 


© = Yrr + Ya + Y3- 


Si nous donnons aux axes une orientation arbitraire, les équations pré- 
cédentes ne doivent pas changer, par suite on doit avoir 


K=4 , =x 


et en conséquence 
t 
(94) fri = Kyss Q) +f yE) Yrs (1) dr, r©s. 
to 


Le corps élastique étant homogène, L et K seront constants et ọ et 4 
seront indépendants de x,y,z. Nous supposerons L et K du même signe 
(voir Art, 4ème, § 2). 


2. Donc dans le cas des corps élastiques isotropes et homogènes, en 
ayant égard à l’hérédité linéaire, on aura les équations (® 


(9) Voir: BOLTZMANN, Zur Theorie der elastischen Nachwirkung. « Wien. Ber.», 70, 
S. 275-306, 1874; « Pogg. Ann. Erg.», Bd. 7, S. 624, 1876; « Wiss. Abl.», Bd. 1, S. 616. 
Voir aussi: O. E. MEYER, « Pogg. Ann. », 154, S. 360; WIECHERT, Gesetze der elastischen 
Nachwirkung. 
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| K4’ u + (L +K) = Q) 


| 


+ fee Au (+) + (Er) +07) SO 25 = pX (9), 
KA° 9 + (L + K) 5e 
(10) es 
sie AoH Gr +4, 9) ST dr = pYA, 
KA’w + (L + K) 20 
d 
| + [hs D de) + @ CD +40, 7) SO 2x = p2 
On déduit facilement de ces équations 
t 
(1) L+2R)A0(+f(@6,r)+ 24,7) 40 (4e 
— 2(eX) 20 22) 
= + +, 
/ 
K4’, (#) -+ Í LG, YA o di = — Seo — a 
(12) KA o (H [OEA (jdem 260 362, 
£ | į hi 
KA 0, (+ fE, 1) Aa, C) dr = O 262, 
où 
Iw dv Ou Iw dv du 
Ch WT 2 en PURE RU TU : 


C’est pourquoi par la résolution de ces équations intégrales on pourra 
calculer 


AO WA) AA y AO, (EY 


3. Pour indiquer la résolution de ces équations intégrales et d’autres 
équations analogues que nous allons trouver, représentons par 


(13) 9 = A.f 


l'opération 


(14) KA+ fE DOA, 
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qui nous amène de la fonction f (ż) à la fonction ọ (Z), et écrivons inversement 
(13°) f= A 9. 
Cette opération désigne la résolution de l’équation intégrale précédente. 
De même représentons par 


(15) ? = A,/f 


l'opération 


L+2KR)/@+f/{eG,9)+2004,9}f = (0) 
et par j 


(15°) | | f= AT. 


l'opération inverse. 


4. Cela posé les équations (11) et (12) pourront s'écrire 


| A, lo — ?(eZ) __ 8(PY) 
3y va 
- 3 (pX 3 (oZ 
(12') A, À RC 
8 (pY 8 (pX 
A, A, o, = <E7 ) — ien ) , 
et par suite on aura 
(11°) A0 = A7" (H. RER Hei $. A EL), 
24, — A—:[(2 (eZ) 8 (pY) 
A o, = A; ( mE j] 
n a —:/? (PX ə (pZ 
aa) wa nar U 22) 
2,, — aA—1{2(PY) 8 (PX) 
su = an (ER), 


En appliquant l'opération A° à la première des équations (10) on trouve .Ț 


KA‘ u (t) +fy (t , T) At u (x) dr 


= A? (pX) — (L + K) ma SEE E PU FES dr, 


fo 


c'est à dire, en vertu de l’é fes (11°), 


A, M y = A? (eX) — + (SE (eX) FOUT 2A? O 


e)ta 
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On a aussi deux équations analogues à la précédente. 
On en tire, en ayant égard à l'équation (11”), 


Atu = AA GX) + (A5 *— A5") (202 4 2 LD), 


G6) À An = Art A (eV) + AT — AT") 2 (20 + 26) sen +292), 


ox 


Aa AT A Z) + (AT — AT) ( 60 + rev +22), 


Il est donc possible de transformer les équations SO mt 
(10) dans les équations différentielles précédentes dont les seconds membres 
sont des fonctions connues. 

Si les forces de masse sont nulles, les équations (11), (12), (16) devien- 
nent 


AO = A? o, = Mo, = A, = My = My = At w = o0. 


Donc la forme intégro-différentielle des équations de l’élasticité, dans le 
cas héréditaire, n’est qu’une forme apparente lorsque le corps élastique est 
isotrope et homogène. Mais il faut remarquer que les relations qui passent 
entre les composantes des déplacements %,1v,# gardent la forme intégro- 
différentielle, ainsi que les conditions au contour, lorsqu'on suppose que 
les tensions soient données. 


5. Pour les équations adjointes, il faut remplacer les égalités (0), (9 æ) par 


E 
(9) te =LO' (A +2 K Yr 8) +f (TAO (2Y, 0, Ndr, 


T . 
(g'a) tn = KROF VENO, rzs. 


Les équations adjointes seront 


TOE ATG Sja 


F 


+ flo, 944 at aED) 


4 


o t) 


) dr = pX, 
KA' v (8 + (L + K) 


(10) 
+fbe, 2) At (+) + Cor, 7) + pa) D) ar = pv, 


= à Q 


w (A+ (L +K) 


ie D+GeG,0+v(, 0) SPN a rt 


L 
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où 
O'S Yar + Ya + Yis- 
En supposant 
X= ya AS O; 
et en posant 
dw’ E i y ' cu E A ' 00" Ou’ 


UE TRUE OUAIS VAR PME PT 


on aura 
A°9'— A? W, = A? w, = A w, = Åt w = At y'= Mw'—o. 


Art. 76°. — SOLUTIONS FONDAMENTALES DES ÉQUATIONS AD JOINTES. 


1. Supposons 
X e V'es L'an 0. 
On aura aisément les solutions suivantes des équations adjointes (10). 
1) F étant une fonction harmonique il y aura la solution 
boR ,__ F » » SF 
an) LR IT Ne ET D 
2) F,, Fa, F, étant des fonctions harmoniques il y aura la solution 
pma eF;, 9F; v = F, F, w = 9F; Fa 


3) D, ,®,, D, étant des fonctions biharmoniques () et les dérivées 


partielles de 
a(00%: , 00 , 00, 
RTS ES 


par rapport à x,y,z étant indépendantes de #, il y aura la solution 


w =a T, NAO, 807,92 e 4 es 20), 


aD lw maA E a a e 20), 
w=alT, A0, HBT, Aa (E + de +20), 
où & et B sont des fonctions telles que l’on ait 
T 
(20) L+2RB(T, + fiC AHAT, Der 


E 
ELA K)a (T, A+ fle NHL Nal, d =0. 


(10) Une fonction biharmonique est une fonction qui vérifie équation A? A? = o. 
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2. Prenons F = 1/r,7 étant la distance du point (x,y,z) au point 
(a,b,c) que nous appellerons le póle. La solution (17) nous donnera 


9 — 9 — 9 — 
, r , F ’ E 
atiy "#0 i dy ? ARE PL 
9'=0o, 
ge +. ga gl 


esM T, Ha , ta =2M(T, 0 à 5 =2M T, N> 


g2 L . ER 92 L 


F ' 4 f Li 
ts =2M (T, t) aaz » tx =2M(T,5) 0z0x ? pus RUE) 2) ox dy ? 


I I I 


Xi MT DL , V2 MT SL E AMT D LT 
= 2 M TR e s X= 2 , De er eoa, o—= 2 ( De due cut 
où lon a posé 

T 
(21) M(T,D=K+ fr, Dar. 

t 


Pour distinguer cette solution nous placerons un indice 1 aux lettres w’, v ,w'; 
MANS AE en les CCVA 2 i W Wa Aoa Yar Zos 
3. Prenons 
I 
F, == F7 , F; == O , RE ZT O . 


La solution (18) amènera aux formules suivantes 


EA te 
O, = w'=—7 
u = , = E, y , 
O’ =o, 
gzl gzl 
' , r , r 
fir = O0, ta =—2M(T, 2) zy , b33; = 2MT, AF’ 
gzl a L zL gzl 

SMT AN a l MIT D, Pom MT 1 
23 3 3y? 3z2 | a: © , dy 0x TNT , 3r Ix ’ 


2L gaul 
r r f 
>e a aao ny + gaz COS” ; 
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Pour distinguer cette solution nous placerons un indice 2 aux lettres #’,2','; 
Xo , Var Zeëen des. écrivant: ss vs a XXE nés. 
On aura évidemment des solutions analogues en prenant successivement 


Fe E T a E A. T A FE, =0 
À 
et 
F, = 0 r F, = 0 À F, a I > 
p 
4. Posons (*) dans les formules (19) 


d,=— , D,=0 j D,=0, 


on aura, en tenant compte de la relation (20), 


JU AT i _B?r »__B &r 
MORT ST À ariy vu" NT: 
x. 
r 
@œ+R)—;, 
| ag 
Byr 


= G@P+Q+R) HNS. 


a+ 
, Byr 
los = Q+R)—- à +N’ 
i= Byr 
| 33 = (Q + R)— -> +N- Dx des ? 
By 
fiae N ss 
2> Byr 
ta = P- tN a’ 
at 7 Byr 
E a T 
| E à Byr a 
X, =P -l a 2 -zy COS NX , 
a= — 1E. 
Yọ =P x +N Pl gré tt 
Ye j Kings — -gy cos ny on Cxêy FH CSP}; 
?— ?— (2 Pr 2 
| Zs = P -pg COS NX — -zy COS nZ +N PRET 2—— cos 2 |, 


(11) Comparer: SOMIGLIANA, Sulle equazioni della elasticità, « Annali di matematica », 
ser. II, t. XVI. 
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où 
SE 
N=KB(T,N +| HBT, Der, 
(22) e 
P= Ka (T, +| pa, aT, d, 
T 
Q=L8(T,n+fet,DBT, De, 
(23) 


T 
R=La(T,n+/p(r Data. 


Il est évident que N , P , Q , R sont des fonctions de T ,#. Nous choisirons, 
pour simplifier la fonction arbitraire «(T ,#) telle que P = 1. Les fonc- 
tions B et N, en vertu des relations (20) et (22), seront déterminées. 
Pour distinguer la solution que nous venons de trouver nous placerons 
un indice 3 aux lettres x’, v' w; Xe, Yo, Zo, c'est à dire nous écrirons 
M F0 dns Mods N ah Les 
On aura deux solutions analogues à celle-ci en prenant successivement 


r 
D, —0o ’ D, =— , D=o0, 


Art. 8x, — DÉTERMINATION DE LA DILATATION ET DE LA ROTATION. 


1. Il est connu que la dilatation de chaque particule du corps élastique 
et les composantes de la rotation sont données par 


Nous commencerons par déterminer © , ©: , w,, ©, moyennant les forces de 
masse et les composantes des déplacements et des tensions au contour, en 
appliquant le théorème de réciprocité donné par la formule (A). 


2. Employons d’abord pour solution des équations adjointes celle que 
nous avons trouvée dans le 20e § de l’article précédent. Le pôle (&,6, c) 
étant situé à l’intérieur de l’espace occupé par le corps élastique on pourra 
le retrancher moyennant une’sphère ayant le centre dans le pôle. Si l’on 
fait diminuer indéfiniment le rayon de cette sphère, la formule (A) devien- 
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dra à la limite 


(24) f j EX, (£) u, do + $ Ep X (£) u, dS — J EX, 1 u (f)do | dt 


-fiam (T,)O (a,b,c t) tEn (tı (a,b,c, i+ (ab, 6,1) (a,b,c, i) dt. 
fo 
Le second membre de cette équation, en vertu des formules (9) et (21), s’écrira 
T T ? 
anfia +2K0( +40 fy nd +f(p@,7 +2+0(,2)0 C) drl at. 
to t to 
Mais 
NAA) T T t 
id a hashi SE SO DA 
c'est pourquoi l'expression précédente deviendra 
T ' T 
anfia + 2 K)6 (+ feen) £ 24, O (mdr) dt=4rfA 0 (at. 
to to to i 
Donc, si nous dérivons léquation (24) par rapport à T et si nous rempla- 


çons T par ż, on aura, en ayant égard aux expressions de %,,v, ,w, ; 
Xo: Ver» Zor, (Art. 7°, § 2) 


I I I 


ri E Par 
[Ex do + [55X -7-4S— 2 ZA, u: J- -do = 47 A0, 
o Š 6 
ou même 
I I 
s ET der He DT 
(25) [EAT Xa: do + [ZAF * (PX) 48 
o $ 
hi, 
rl É 
— 2 | ZA; Au. 6 = 40 (a,b,c,t). 


Lu 


3. Pour solution des équations adjointes prenons maintenant celle que 
nous avons donnée dans le 3m" § de l’article précédent, et appliquons tou- 
jours le théorème de réciprocité. Par un procédé tout-à-fait analogue à 
celui que nous avons employé dans le $ précédent ou trouvera 
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I I 1 I 


3 ge © NE. Chpt | 
r r. 
: ii Es re COS nx — ET ha ny + EE zza | COS #2] A, v 
aZ LAURE SA aL 
+ Ce COS nx + T cos ny 2 z COS #2 A, w | do 


ERN 


Cette équation se transforme immédiatement dans l’autre 


I I I 


ton de ES 
(26) Î AT Zo-— Ar" Vos |do + l A (62) — AT ( dS 
RA mL mn 
ar se y COS #3 — 3 TT cos 2y | u + | — PES a COS HX — 2 — Su 5 - COS NY 


\ RTE 
2 L 5e 2 32 = 32 = ga a 
: Fr rA 
+ a" i CONS RE DE — COS #X ++ E NE" 1 COS #2Y 


9 — 


+ 2 gyoz con w!do = 470%, (4,,c,t). 


On a évidemment deux formules analogues à celle que nous venons de trou- 
ver qui expriment &, et «,. 


4. En comparant les formules que nous avons obtenues dans les §§ 2 
et 3 avec celles de BETTI pour l’équilibre élastique dans le cas ordinaire (? 
on trouve qu’elles ont une forme semblable.. Pour passer des unes aux 
autres il suffit d'appliquer aux déplacements, aux rotations, aux forces et 
à la dilatation les opérations fonctionelles A, , A, ou leurs inverses. 

Appelons A, u, A, v , À, w ; À, O2 , À, Ozz , À; %2; AO respectivement 
les pseudo-déplacements, les pseudo-rotations et la pseudo-dilatation, alors on 
pourra interpréter les formules (25) et (26) et les formules analogues par 
le théorème suivant: 

Lorsqu'on envisage des corps élastiques isotropes et homogènes, pour passer 
du cas de la non-hérédité à celui de l'hérédité, il suffira de remplacer les dépla- 
cements, les rotations et la dilatation par les pseudo-déplacements, les pseudo- 
rotations et la pseudo-dilatation dans les formules de BETTI relatives à l équi- 
libre élastique. 


5. Dans les équations (25) et (26) paraissent les valeurs des tensions et 
celles des déplacements au contour. Mais pour déterminer la dilatation et 
les rotations les unes ou les autres de ces valeurs sont superflues. On pourra 


J 


(12) Voir la citation faite dans la note de l’article 5éme, 
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obtenir l'élimination des valeurs superflues par l'emploi des éléments 
qui jouent un rôle analogue aux fonctions de GREEN (voir Chap. 1%, 


Art. 9,52). 


Art. om, — DÉTERMINATIONS DES DÉPLACEMENTS. 


1. On a les formules 


S 
x 
I 
| 
+ 
| 


dx dy 
20 Jw Iw 
2 3 ETE 
A v= dy e 9x 9z ? 
A? u = 20 Idr 82 


a ty à) 
donc, les rotations et la dilatation étant déterminées, on pourra calculer 
Mu, Av, A’ w. 

On déduit facilement des équations (10) 


A*u = A7 * (PX) + (1— AT A), 
EEE a (pY)+ (1— AT" A), 
Au = A7" (eZ) + (1 — AT A) ©. 


C'est pourquoi en connaissant les forces de masse et ayant déterminé la 
dilatation, on a aussi une autre manière pour calculer A° x, Av, A? w. 

Mais supposons que les tensions au contour soient données, les déplace- 
ments étant inconnus. On démontre aisément, en partant des relations (II), 
(9), (9 a), les formules suivantes 


LAEE v: Xs + ©, cos nz — w, cos ny + (2 — À; * A) O cos #x), 
2 iar Ys + ©, cos #4 — w, cos #z + (2 — A; ` A,)O cos y), 
TZ + ©, cos 2y — ©, cos nx + (2— A; ` A,)O cos xz). 


Donc, si l’on connait Xs , Yo, Zo et l’on a déterminé © ,&,,0,,&,, on pourra 
calculer êw/èn , &v/èn , ĉw/ən et par suite on aura #,v,w en connaissant 
Mu , A? v, A w. 


3. Mais pour calculer directement les déplacements, sans employer les 
formules qui donnent la dilatation et les rotations, on pourra employer la 
méthode suivante “9. 

Appliquons la formule de réciprocité (A) en prenant pour solution des 
équations adjointes celle que nous avons donnée dans le 4% § de l’article 7°. 


(13) Voir la Note au $ 4 de l’article 7ème, 
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Retranchons le pôle (a,6,c) interne à l’espace occupé par le corps éla- 


stique moyennant une ARR qu'on faira A mb indéfiniment. On trou- 
vera à la limite, P étant égal à 1, 


Si 
far} [Ex de + [3e Xu, dS — | EX, sudo! =—4x fu (a, 6,6, 8 dt, 
t o S o to 
d'où l’on tire, en dérivant par rapport à T, 


(27) chere ét, DE CUIES u, do FRE u, dS =f EX udo! | 


4. Il faut maintenant calculer la dérivée par rapport à T qui paraît 
dans le second membre. C’est pourquoi nous allons établir quelques formules 
préliminaires. 

Rappelons l’équation (14). Multiplions par æ (T , #) dt et intégrons entre 
les limites 4 et T. Par des transformations très simples, et en ayant égard 
aux formules (22) où P = 1, on aura 


T T T t 
Jet de de= KaT, ASA dtt fT, t) def he, f adr 


-fro | Ka A Ye T, SY, Ndi de= f O dt. 
Dérivons wa rapport à T et De usage de LACS (13), il viendra 
(28) fr j a (T ,4) ẹ (£) dt =f (T) AT ẹ (T). 
Mais, à cause des LUE (20) et (22) où P = 1, on a 
LHK) (aT, AHT DH ECAH ENET +8, Dr, 
; 


donc, en suivant un procédé analogue à celui que nous venons d'employer 
on trouvera 


T . 
CODE AT T, A) Od = Ag), 
d’où $ 
T 
(28') £ Î BT, 4 p (£) dt = (A; — Ar") p(T). 


Les équations (22) et (14) nous donnent 


T T t T 
[NT Aed fe TAKAO ANES CO dldt= ET, Ag Ade. 


34 
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C’est pourquoi, à cause des équations (28') et (13), 
T 
n d $ 
(28) fN T, HJO dt 
to 


= (A7 — A, `^ A, f (ġ = A'A, —f A = (A; A, — 1i) (à). 
En résumant les formules (28), (28'),(28”) on aura donc 


CI (T,AF(@d4=AF(T), 


W 
(29) IT, [CT 9 F( di = (AT — AT) F (T), 
als (TAF (A) dt = (A7 A, = 1) F (8), 


où F (7) est une PAR arbitraire. 


3. Pour calculer le second membre de l'équation (27) employons les 
formules (29). On trouvera alors: 


(27) —aru(a,b,c,f) 
“ic A; X, ++ (AT — AT) (57 z Xo he Ya + ee Za) | do 


+ i f A5" (pX) + + (A; ” carg Gr Es FA dr 27 (e2))|ds 
S 


TE 3+ a 3 aZ 
) i py COS nx — -y7 COS ny u. + 7 cos nx — 7 cos ng w 


ked 


I 1 
2 — ? — 
LE 9 ©r r è &r r 
+ (À, ‘ A,— 1) (2 5 235 008 ai u + (2 +3 Jo 2 -zz COS À v 


I 
fois 
d er j 
* EC nieli 


Il est évident que nous pourrons obtenir deux formules analogues à 
la formule précédente pour exprimer v et w. 


Art. 10e, — REMARQUES GÉNÉRALES. 


1. Par les formules que nous venons de développer nous avons donné 
une théorie générale de lhérédité linéaire élastique dans le cas statique. 

Nous avons vu ainsi une application des équations intégro-différentielles. 
Dans le cas général on ne peut pas séparer la partie intégrale de la partie 
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différentielle, mais cela est possible dans le cas des corps isotropes et homo- 
gènes. On peut remarquer que dans ce cas tous les résultats peuvent s’ob- 
tenir par les formules ordinaires accouplées aux opérations fonctionelles A; 
et À, et à leurs inverses. ETA 


2. Nous nous sommes bornés aux formules générales en laissant de côté 
toute question particulière, mais on pourrait approfondir beaucoup, de pro- 
blèmes spéciaux en arrivant aux formules résolutives finales. 

C’est ainsi que dans le cas de la sphère élastique isotrope et homogène 
le problème peut être résolu complètement par des séries très-rapidement 
convergentes, en laissant tout-à-fait arbitraires les coefficients d’'hérédité. 

Ce cas a un intérêt spécial pour les applications. Dans les problèmes 
relatifs à la terre, lorsqu'on veut tenir compte de son élasticité, les phé- 
nomènes héréditaires ne sont pas négligeables. L'analyse que nous indi- 
quons, sans entrer dans aucun détail, donne le moyen de calculer les effets 
de l’hérédité, pourvu qu’elle soit linéaire. 


CHAPITRE 3%, 


Électro-magnétisme en ayant égard á l’hérédité,. 


Art. 1, — ÉQUATIONS GÉNÉRALES. 


1. HERTZ a établi les équations suivantes pour l’électro-magnétisme 
dans le cas des systèmes en repos 1) 


2g ðZ IY Í ð > M əN 
Aaa E | PS 2 00 peal oa — 

ot ox Z À L 99) əN oL 
10) | Dur PAT q’) A a AN 

N oY ox 23 oL ƏM 
Aa SET y ART DT A 4 TAW 

où 

i | KL Es X + Es Yeni | g = bi L + WM + t N 
(I) t! Ÿ = Ez X + D 4 + Es À (IF) M = bts Es + Us M + es N 
| 8 = en X + ex Y +esZ ON = pg L F Haa M + Has N 


u = X (X — X’) + 9a (Y — Y’) + 9 (Z — Z') 
(I) u = 9a (X — XY Sa (V—Vy +9, (Z —2) 
w= da (X — X) + 9a (Y — Y) +9,(Z — 7). 


(14) « WIEDEMANN’S Annalen », 40, page 577. Gesammelte Werke. Bd II, page 208. 
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Dans ces équations ¥, %9,8; X,Y,Z; u,v,w désignent respecti- 
vement les composantes de la polarisation électrique, de la force électrique 
et du courant électrique. £ , M,N; L,M ,N désignent respectivement les 
composantes de la polarisation magnétique et de la force magnétique. 

X’, Y',Z' sont les composantes de la force électromotrice. 


2. Les équations (II), (IT) et (III) se déduisent de l’hypothèse que 
l'état actuel de la polarisation électrique et du courant électrique dépen- 
dent de l’état actuel de la force électrique, ainsi que l’état actuel de la pola- 
risation magnétique dépend de l’état actuel de la force magnétique. 

De cette manière on néglige les phénomènes de l’hérédité. Si l’on veut 
en tenir compte, il faudra admettre que l’état actuel de la polarisation élec- 
trique dépende, outre que de la force électrique actuelle, de toute l’histoire 
antécédente de la force électrique, et l’état actuel de la polarisation magné- 
tique dépende, outre que de la force magnétique actuelle, de toute l’histoire 
antécédente de la force magnétique. 

C’est pourquoi on devra ajouter dans les seconds membres des équa- 
tions (II) et (IT) des termes de correction et écrire 


ED = eu XAHO HZ ORLO YO, ZI, 
Ma) {DO = en X O H ea VO H eaZ OH EX (D, YO, ZON, 


BO =X (O) H en YO H eaZ O ERIX YOZ O, 


où F, , Fa, F, désignent des quantités qui dépendent de toutes les valeurs 
de X (t), Y (t), Z (t) correspondantes aux valeurs de l'argument + dépuis 
— œ jusqu’à 4 (15), 

De même on écrira 


LO = tn L (£) E Bu M (P) + h N (O) F O: IIL (0) MN O 
(ra) À MG) = pa L (P) + paa M (P) + Be N (0) + O. IL (9) M (a), N C) 


RO = hn L (H Hua M (0 + h N (O + OLL M GN l: 


Supposons maintenant que les conditions pour que l’on puisse développer 
chaque fonction F; dans une série infinie de termes ayant la forme 
t t 
fe. KAG ET AE EET A a aT 
— ©  —0 


X (9 X (ci) Y (E V (M) Z (x): Z (6) di ee, di! 


(15) Voir Chap. II, Art. 1°, $ 1. 
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soient satisfaites, et supposons aussi que les conditions pour que l’on ait 
des développements analogues pour les fonctions ®; soient vérifies. 

Si nous admettons comme postulat que les effets de la superposition 
des forces électriques et magnétiques se somment, c'est à dire 


F:|CX 7) + X'G), Y (D + Y (r),2Z(D +2 a l 
=F | [X 0); LG@,ZO) + FIXE), Ya), Z | 
D: |L +L (6), M (5) +M' (7), N (9) N | 
= D; | [L 0), M N L DLE EM EN O, 


on aura 


t 


F; =|{X OLE R LOL AOE TAOLA OREA 


= [LL O) ds (635) EM C) para E) HN C) Yia, 1)} de, 


c’est pourquoi les équations (II æ) et (II’'a) deviendront 
EH = Es: X (8) + Era Eht E32) 
+/X CT) Pas ($a T) + Y(T) Pra (ET) + ZT) Pis, T) dr, 


D (4) = en X (€) + E22 Y (E) + E3 Z (©) 


(II 6) { +f (x) ou (+Y (x) Paa (EI T) + ZT) Pas C, T)) dr, 


8 (A) = Ear X (A) + Eza Ÿ (H) + E3 Z (7) 
D 4 (GR CE) pu CE, 7) + VCD) ue C7) + OLADI 


L (2) = pri L (£) F bre M) + Hrs N À) 
+fa D par (E, D) M (0) (6,7) HN C) pra C, N) ds, 
M (2) = or L (£ + Ma2 M (#) d H23 N (£) 


CARE l fE G) pa aa a E tak (9) das 8) dr, 


R (2) = Ko: L (2) + Use M @) + ta N C) 
| F j CAOLAICE À +M (5) pa (t, T) +N (5) pas É, 1)) dr, 
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où la limite inférieure æ des intégrales sera — oo. Si nous supposons que 
l’on puisse négliger l’hérédité antérieure à un instant donnée 4, alors on 
pourra prendre la limite inférieure des intégrales égale à 4. 

Si nous remplaçons, dans les équations (I) et (T), u,v, w; X,%, 3; 
Q,M, N, par leurs valeurs données par les relations (II 4), (IT #4) et (III) 
on trouvera, des équations ###égro-différentielles. 

L'hérédité, telle que nous venons de l’evisager, est une hérédité linéaire. 
Il faut remarquer à ce propos que l’hystérésis dite électrotechnique ne rentre 
pas dans l’hérédité linéaire. Il suffit de rappeller la phénomène de la magné- 
tisation permanente pour s'apercevoir qu'elle est en déhors du cadre des 
phénomènes embrassés par l’hérédité linéaire. 


Art. 2m, — COEFFICIENTS D'HÉRÉDITÉ. 


1. Dans les équations (II 4) et (II 4) on n’a écrit explicitement que les 
variables t ,7, mais il faudra se rappeller que £,% ,8 ; L, M,N; X,Y,Z; 
L,M ‚N sont aussi des fonctions de x,y,z. En général les coefficients €s, 
urs seront des fonctions de x,y,z ainsi que les coefficients @,, et rs. Ce 
n’est que dans le cas où le milieu est homogène que l’on pourra regarder 
ces coefficients comme indépendants de x ,7,2. 

Lorsqu'on passe d’un milieu à un autre, sur les surfaces limites il y 
aura des relations qu’on pourra obtenir par un procédé analogue à celui 
suivi par HERTZ dans le $ 8%" du mémoire que nous avons cité. 


2. La limite inférieure des intégrales qui paraissent dans les équations 
(II) et (I1°6) étant finie, et les déterminants 


Err s Era » Erg Urr » Wrz » Hrg 
Eor » E22 » E23 ’ Mar s Mo » M23 
Ezr » E32 » E33 Har » H32 > H33 


n'étant par nuls, on pourra invertir les équations intégrales (II %) et (IL &) 
et exprimer les composantes de la force électrique par celles de la polarisa- 
tion électrique et les composantes de la force magnétique par celles de la 
polarisation magnétique. ` 


3. Nous appellerons ọ,s et 4, les coeficients d'hérédité. Il est facile de 
trouver leur interprétation. C’est ainsi que 
palt Ade a Ga Od :, D a E e 


sont les composantes de la polarisation électrique, induite à l'instant t, par 
l'unité de force électrique agissant dans la direction x pendant l'intervalle de 
temps (t,t + dx); et 


Prr (f, T)dt ,, ViG,r)adr , Pnt, Tdr 
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sont les composantes de la polarisation magnétique, induite à l'instant t, par 
l'unité de force magnétique agissant dans la direction x pendant l'intervalle de 
temps (t,t + dr). ; 

Nous admettrons que les coefficients d’hérédité +, , Ws soient infiniment 
petits pour ź = — œœ de telle sorte que 


C 
rj tE, ? 


bean eramr ROLE TE 


ne 


où > 0, e >> 0 et C et C’ sont des quantités constantes positives (6), 


4. Il est facile d'étendre au cas que nous envisageons le principe du cycle 
fermé (Chap. 2°, Art. 2è®) c'est à dire: Si, foutes les fois que X,Y,Z; 
L,M,N, sont des fonctions périodiques du temps, avec une période quelconque 
T,4,9%,3; L, M,R, sont aussi des fonctions périodiques ayant la même 
période, alors @,s,%,s sont des fonctions de la différence t —*; et réciproque- 
ment. Si les coeficients rs , Yrs sont des fonctions de la différence t — r, et 
X,Y,Z;L,M,N sont des fonctions périodiques du temps, X ,Y% ,3; L, M,N 
seront aussi des fonctions périodiques avec la même période. Cette proposition 
peut aussi s’énoncer par les mots: La condition du cycle fermé et celle de 
l'invariabilité de l'hérédité sont équivalentes. 


Art. 3ème, LE CAS STATIQUE. 
1. Envisageons le cas le plus simple où le milieu ne soit pas conducteur 
et les quantités l, M, N; X,Y, 8 changent si lentement qu’on puisse négliger 
g om où Ere. 1. 29 
dy ? 0 ? Ôt y 04 ? dy ? IOF 


On peut appeller ce cas le cas statique. 
Nous aurons alors 


y PR ACER QE TS à Ke à PME. TO 
TWT œ E ; əz SEET á 0x NT Re 
ëN _2M _, MN ee EM MAL 
= A0) i TPAIS + əx PE A 
c’est à dire 
dv dv dv 
0 A Br A E e à 
3 TAa, 
EA MaA Na 
x y CH 


2. Supposons que les coefficients €s , 97s soient indépendants de x , y , zZ. 
Prenons les axes coordonnés coïncidents avec les axes de la surface de 24 


(16) Voir Chap. II, Art. 1%, $ 4. 
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degré 

(1) en £’ + es y? + 63327 + (es + es) V2 + (es: F Er) 27 + (Ententy = 1. 
S'ils coïncident avec les axes de la surface 

(2) Par 2 + Pa V? F Pas 2° + (Pas + Pas) VZ + (Par + Pis) 24 + (Pre + ur) AY = 1 


quels que soient les valeurs de Z, +, les équations (II #) deviendront 


I t 
2 dv 
Æ = £, mn MH (£, jdt; 


P= ei a Ti Qu (éy t)dr, 


dv 17 
8 = Ez A TEETE 
\ 


C’est pourquoi étant 


3) 29 
= 3y 


=47f, 


où p est une fonction de x,y,z indépendante de ż, on aura 


ə? v (t) 


eei 
Enr ge À 


22 
AE Ba H 


ib- v (T) 


tp T2 Par (t, T) F 1 Se 


Paa (5 T): + al P33 (f, r))æ — 4 TO. 


Par un changement des variables x , y , z cette équation peut se réduire à 


32 poc 9? 2% 


t 
2 Ci 
aol + (RE, 7 + Te 6,7 + PET) = 4 np 
qui est l’équation que nous avons étudiée dans le premier chapitre. (Voir 1° 
Chap. Art. 10°). 


3. Si les axes de la surface (1) ne coïncident pas avec ceux de la surface 
2) les difficultés ne sont pas augmentées. 
P gm 
L'équation intégro-différentielle qu’on trouverait serait 


82 y (T) 


NESI tfa (ET) F 


d2u (T) 
d 


Ja t, + TOA (t51) 


2? v (7) 
dy əz 


3 v (x) 


ELpy fayny ELR fperei pe 


3x 3y fia (7) dr=4np. 


+2 


On pourrait étendre facilement la théorie que nous avons exposée dans 
le premier chapitre à cette équation intégro-différentielle. 
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Art. 4ème, — REMARQUES GÉNÉRALES. 


1. Le but principal que nous avons poursuivi dans ce chapitre a été 
de montrer l’origine des équations intégro-différentielles (A) , (A”) du pre- 
mier chapitre. 

Nous ne sommes pas entrés dans aucun problème particulier. Si l’on 
envisagerait un milieu électrique non isotrope entouré par un conducteur, 
on aurait facilement une application des résultats principaux que nous avons 
exposés dans le premier chapitre. 

2. Nous nous sommes bornés au cas statique sans développer le cas 
général, car il aurait fallu sortir du type elliptique des équations intégro- 
différentielles pour aborder le cas hyperbolique, que nous avons laissé de 
côté dans ce mémoire. En effet les équations intégro-différentielles qui cor- 
respondent aux équations (I), (T), (II 6), (116) sont des équations hyper- 
boliques. 


3. Dans le 20° et le 3ème Chapitre nous avons vu que, si nous consi- 
dérons toute l’histoire d’un système antérieure à l’instant actuel z, les inté- 
grales qui paraissent dans les formules sont étendues dépuis la limite — oo 
jusqu’à la limite 4. C’est pourquoi nous avons négligé, en général, l’hérédité 
antérieure à un certain instant déterminé pour n'avoir à considérer que des 
équations intégrales et intégro-différentielles avec des limites finies. 

Tout récemment M. G. C. EVANS a envisagé les équations intégrales 
lorsqu'une des limites est infinie ©”. En appliquant ses résultats il est pos- 
sible de considérer l’hérédité sans négliger aucune période de l’histoire du 
système. 


(17) L'equazione integrale di Volterra di seconda specie con un limite dell'integrale infi- 
nito. « Rendiconti della R. Åccademia dei Lincei», vol. XX, serie 53, 1911 (Trois Notes). 
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